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Chapitre 8 : Résolution numérique d’équations algebri

[. Introduction

e De nombreux problémes en physique, en Sl, en mathématiqsssmt par la résolution d'équations algé-
brigues. Nous allons voir dans ce chapitre comment évaluerériguement une solution d’une équation
de la formef (x) = 0 avecf une application d&® dansR, dans des cadres ou la théorie nous assure qu’une
telle solution existe, mais sans en fournir d’expressicaiydigjue.

e Les méthodes qui seront exposées sont des méthodes @grdBvprincipe est de partirahe estimation
grossiérede la solution puis d’en améliorer la précision par une apgibhn itérée d'un algorithme.

e L'existence de solutions a I'équatidi{x) = O repose sur le théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréeme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sua; b telle quef(a) f (b) < 0 alors il existe au moins un réék |a; b|
qui vérifie f(¢) = 0.

Si de plusf est strictement monotone siat b] alors/ est unique.

II. Méthode dichotomique

1. Principe théorique

L . . a+b
La méthode consiste a approcligrar le milieu du segmené; b] c’est-a-direc = %

On a donc I'encadrement suivarkt jlc—¢ <b-a I : 'erreur commise est donc de I'ordre de- a.

2. Construction de I'algorithme
On itére le procédé précédent en construisant les Saitesbn) et (c,) définies par :

egp=abyg=Db
an+ by
2

e Pourtoutne N, c, =
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e 1°" cas : Sif (ay) f(cn) < 0, c'est-a-direl € [ap; Cy] alors

ap, Upt1 = Cp on pos

14 'bn+l = by

x/

e 2°Mecas : Sif (ay) f(cy) > 0, c’est-a-dire/ € [cy; by] alors

on pos

Apy1 = Gy ?

// b1 = ¢y,

Théoreme

Rl <

Ant1=an
Pni1=Cn
ant1=Cp
bn-i-l = bn

[Les suitega,) et (b,) sont adjacentes et convergent vers

Conséquences

On a les inégalités suivantes
b—a

lan— 4] < by —an = “on
b—a

Ibh— €] <by—an= on

b—a
une erreur de 'ordre de—

En approximant para, ou by, on fait on

Remarque 1

b
Pour toutn € N, ¢, = 8n 1 Bn

(+0
donc(c,) converge vers% =/.

Remarque 2

Il ne faut pas confondre valeurs approchées par excés eéfmutch 10P pres et valeur approchée

avecp chiffres exacts aprés la virgule.

. . . . . : , b—a
Pour obtenir une valeur approchée par exces ou par défaut’apt®s, il suffit que—-— < 10°P:
Les valeurs approchées différeront entre elles seulemam dinité a partir de Ip-ieme décimale.

. . R . . . b—a
Pour obtenirmp chiffres exactes apres la virgule, il suffit anz”— <10 (PHY

—2"> (b—a)10°"! <= n>log,((b—a)10°™1).
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On a doncp chiffres exacts aprés la virgule a partir/den = |log,((b—a) 1op+1)J +1.

3. Codage en python

def dichotomie(f, a, b, p):
assert f(a) * f(b) <=0
c,d=a, b
while abs(d - ¢) > 10**(-p):

m=(c +d) / 2.
if f(c) * f(m)<=0:
d=m
else:
c=m
return (c +d) / 2

4. Complexité de I'algorithme
e Dans le cas de la méthode par dichotomie on peut obtenircigplient le rang a partir duquel on atteint
la précision souhaitég il suffit de résoudre I'inéquation portant sur

b—a hn. b—a b—a
<ee=2 >T<:>n>logz —~ /)

2n

La complexité de cet algorithme est de type logarithmiqu @l(ln (—b; a)>

e En binaire, pour obtenir une valeur approchée du résultt pbits significatifs, on peut modifier la
condition d’arrét en :

whiled - ¢ > 2**(-p):

Le nombre d'itérations est alors de I'ordre pe

5. Exemples
e Résolution de I'équatior’ —2 = 0 surR*.
def f(x) :

return x**2-2

In [1]: dichotomie(f, 1, 2, 10)
Out[1]: (1.4142135623730951, 1.4142141342163086)

Ex1 Evaluer le nombre d'itérations ayant été réalisées au amiFappel de la fonction.

e Résolution de sifx) = 0 sur[3,4].
On peut utiliser la fonction sin de la bibliothéque math aquaura préalablement importée.

In [2]: math.pi, dichotomie(math.sin, 3, 4, 10)
Out[2]: (3.141592653589793, 3.141592653642874)

Ex2 Evaluer le nombre d'itérations ayant été réalisées au amiFaippel de la fonction.
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1. Méthode de Newton

1. Principe théorique
Soit f : [a;b] — R de class&™, f’ ne s'annule pas sya; b] et il existel € [a;b] tel quef(¢) = 0.

La méthode de Newton est aussi appef@thode de la tangenteElle consiste a approchépar I'abscisse
c du point d’intersection de la tangent&a enB(b, f (b)) avec I'axe des abscisses.

a /

L

La tangente a pour équatioy = f(b) = f'(b)(x—b) d’ou

2. Algorithme général

On itere le procédé précédent en construisant la suitedéfinie par :

On se donney € [a,b], on construit ensuite le point d’intersection de la tangex®s en (up, f(Up)) avec
I'axe des abscisses dont on notera I'abscigse

Supposons connus ... U,, 0N construit ensuite le point d’'intersection de la tangex®s en (un, f(un))
avec I'axe des abscisses dont on notera I'abstigse

) ‘ /

U, 117" n+l  Up
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Théoréme

La suite(u,) est alors définie par la relation de récurrence :

f(Un)
f’(un)

vYne N, U1 =Uy—

De plus, sif (up) f”(up) > 0 alors(u,) converge vers.

3. Codage en python

def newton(f, fp, x0, p):
u=u0
v =u - f(u)/fp(u)
while abs(v-u) > 10**(-p): # Le test se limite & estimer la différence entre deux termes consécutifs (faute de mieux)
u, v=v, v - f(v)/fp(v)
return v

4. Complexité de l'algorithme
On va utiliser un résultat permettant d’estimer la vitessecdnvergence de la suite et la complexité de
I'algorithme.
f(x)
/(%)
Avec les hypothéses de travail citées en introduction, hatfon g est de class&* au voisinage dé. La
solution? de f(x) = 0 est un point superattractif de

Dans la méthode, on est amené a itérer la fonagion = x —

Théoreme

On suppose qué est de class&? au voisinage dé et quef’ 0 surl.
Alors il existeM > 0 tel que pour toux au voisinage dé,

9(x) — €] <M [x— ¢

Conséquence (Majoration de I'erreur)

Sous les conditions du théoréme précédent et pour tout ipdtiat ug au voisinage dé, on a

1 .
NN, |up— €] < (M uo —£])?

Remarque 1

: . 1 :
Si on choisitjup — 4| < T’ alors on obtientu, — ¢| < On a donc uneonvergence qua-

dratique de la suite versg.

M 107"

Remarque 2

Le nombre de décimales exactes double environ a chaque itéi@n ; 10 itérations suffiraient ainsi
théoriquement pour obtenir plus de 1000 décimales exactes !
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Complexité

Pour ce qui est de la complexité, on constate guelle s’ex@icomme urO (In (In(1))). Pour une
précision fixée, I'algorithme de Newton converge plus viees¢ que I'algorithme de dichotomie.

5. Exemple : algorithme de Babylone

e Revenons sur la résolution de I'équatifin- 2 =0 surR™.

Proposition
(a suite récurrentéu,) est alors définie par : \
1 2
Up>0 et YneN,Up1==U+—
2 Un
Alors (u,) converge vers/2.
Qette suite va permettre de construire I'algorithme dit @abylone ». /

e Appel de la procédure :

In [4]: newton(f, fp, 1.5, 10)
Out[4]: 1.4142156862745099

Ex3 Evaluer le nombre d'itérations ayant été réalisées au arifappel de la fonction. Conclure.

IV. Comparaison des algorithmes

1. Méthode dichotomique
e La méthode de dichotomie permet d’'approcher une solutien abits significatifs erp étapes, ce qui
est déja trés efficace.
e Ses conditions d’utilisation sont assez basiques (on déenseulement a la fonction d’étre continue et
de changer de signe), ce qui en fait une méthode « robuste ».

2. Méthode de Newton

e La méthode de Newton a une vitesse de convergence asseligliab@ chaque étape supplémentaire,
le nombre de décimales correctes est multiplié par deux ! t@mapar exemple une précision de 50
bits en moins de dix étapes.

e Le prix a payer est un ensemble de conditions d’applicatésfops un peu délicates a vérifier. Sans avoir
fait I'étude de la fonctionf, le probléeme de démontrer lalidité et laterminaison de I'algorithme,
c’est-a-dire ici d’'une part le fait qu'il n'y aura pas de diidn par zéro, et d’autre part que le résultat
renvoyév a la derniére itération sera tel qu'il existe bien un zérd deoté/, tel que|v—¢| < 10°P.

Mais dans la pratique la méthode de Newton est un caucheroafipformaticien : On peut rencontrer
des divisions par zéro. La terminaison n’est pas assurémeM# un résultat est renvoyé, il peut étre
éloigné d’'un zéro déd.

En pratique, les programmes réalisant la méthode de Newtdrdenc un peu plus compliqués.
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V. Méthode de la sécante

1. Principe théorique
e Dans certaines situations, la dériveest trés compliqguée ou méme impossible a expliciter (Céest |
cas par exemple si la fonctiohest le résultat d'un algorithme complexe). On ne peut altliser la
méthode de Newton.
L'idée est alors de remplacér par le taux d’accroissement desur un petit intervalle.

e Supposons que I'on dispose de deux valeurs approchées; de la solutiory recherchée. Supposons
quexg < £ < Xj.

e Le taux d’accroissement desur l'intervalle [xg; 1| est

)= F(x0)
X1 — Xo
et I'équation de la sécante coupant la courbe représemiddit’ aux points d'abscisseg etx; est

y=T1(x—x1) + f(x1)

On obtient alors une nouvelle approximatigsn de ¢ en calculant I'abscisse de lintersection de la
sécante avec I'ax®x

2. Construction de l'algorithme

e Onitére le procédé précédent en construisant la suitedéfinie par :
On se donnay et u; tels queug < £ < ug. On construit ensuite le point d’intersection de la droite
coupant le graphe de la fonctidnaux points d'abscissey et u; avec I'axe des abscisses. Ce point a
pour abscisse,.
Supposons connug . .. U,, 0N construit ensuite le point d’intersection de la drodgamant le graphe de
la fonction f aux points d’abscisse,_; etu,. Ce point a pour abscissg, 1.

e La suite(u,) est alors définie par la relation de récurrence :

Vne N, Unyp =Un— f(Tun) avec Tp= F(Un) = F(Un-1)

n Un — Un—1
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3. Codage en python

def secante(f, u0, ul, p):
u,v = ul,ul
t = (f(v)-f(u))/(v-u)
while abs(v-u) > 10**(-p):
uv =v, v- f(v)/t
t = (f(v)-f(u))/(v-u)

return v

4. Complexité
e Nous allons citer un théoréme assurant la convergence dédaes permettant également d’obtenir une
majoration de I'erreur.

Théoréme

61 suppose de classés telle quef’ # 0 sur un voisinag¥ de. \
On pose pout € {1,2}, Mj = mvax‘ f(i)‘ .m = nvn‘ f(i)‘.
Alors quel que soit le choix des points initiaux et u; éléments distincts dé, il existe un réeK

tel que
1
N e N, un— (| < o (Kmax(|uo—£]. lug — £]))™
Q/ean le n-eme nombre de Fibonacci. /

n+1
Sachant qQU&n ~n_ 1o % (HT\@ et ”T\ﬁ’ ~ 1,618, on &, < 2" : la convergence de la suite est

un peu moins rapide que dans le cas de 'algorithme de Newton.

e Cetalgorithme a aussi une complexité@fin (In(1))).

5. Exemples
¢ Résolution de I'équatior’ — 2 = 0 surR*.

In [1]: math.sqrt(2), secante(f, 1, 2, 10)
Out[1]: (1.4142135623730951, 1.4142141342163086)

e Résolution de sifx) = 0 sur[3,4].

In [2]: math.pi, secante(math.sin, 3, 4, 10)
Out[2]: (3.141592653589793, 3.141592653642874)

6. Avantages et inconvénients de cette méthode
e Cette méthode permet donc d’obtenir une solution approdeééquationf(x) = 0 sans connaitre
I'expression analytique d&’, et ce avec une rapidité de convergence comparable a cddemithode
de Newton.
e Par contre, les nombreuses conditions sur la fondtienses dérivées, restreignent son champ d’'appli-
cation. En outre, I'algorithme itératif ne peut démarree guon dispose déja de deux valeurs approchées
Xg etxq de’.



